Capitulo 1

O Espaco Euclidiano R"

1% Licao

1.1 Resultados preliminares

Os elementos de R™ sao chamados wvetores e também pontos, dependendo do
que é mais sugestivo no contexto.

Introduz-se de modo natural as nocoes de :

(i) Adigao (soma): Se z = (z1,..,2,) € y = (y1,...,Yn) sdo dois vetores
(elementos) de R™, entao

$+y: (xl +y177xn+yn)

(ii) Multiplicacdo (Produto) por um escalar: Se x = (z1,..,2,) € R" e
a € R, entao

a.x = (a.r,.,0.2,)
O elemento zero de R™ é 6 = (0,...,0) = Ogn.
Os conceitos de adicdo (soma) de vetores e multiplicagdo (Produto) por un
escalar determinam em R" a estrutura de um espaco vetorial. Todavia, nao sao
suficientes para definir os conceitos de distancia e angulos.

1.1.1 Produto Interno Euclidiano de R”

O produto euclidiano em R™ é uma aplicacao definida em R™ x R™ com valores
em R, denotada por x.y e definida por

n
FRTES in.yi,onde = (21, Zn)s Y= (Y1, -, Yn) (1.1)
i=1

a qual satisfaz:
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(a) zy=y.x b)) (z+y)z=z2+y.=z
(¢) (ax)y=a.(zy) (d) z.x >0,sex#0

O espago vetorial R™ com este produto interno é chamado de n-espaco euclidi-
ano.

A norma euclidiana (ou comprimento) de um vetor x é o niimero real nao

negativo
lz| = (z.2)'/? (1.2)

Proposicao 1. Para todo x,y € R", tem-se
(1) |lzy| < |z|.|ly| (Desigualdade de Cauchy)
(ii) |z +y| < |z|+ |y| (Desigualdade Tridngular)

Demonstragao - (i) Se y = 0, entdo ambos os lados sdo nulos. Assim, supde-se
y # 0. para cada ¢ € R tem-se pelas propriedades (a) - (c) de produto interno
que:

(x +ty).(x + ty) = .2 + 2tz.y + t2y.y

Dai, e de (1.2) tem-se

(*) 0< |z +tyf” = |z + 2ty + 2 [y]> = p(t)

O polinémio quadratico p(t) tem um minimo, pois |y| > 0,
vy wy

2> vy

Substituindo este valor de t em (*) resulta

emt:t():—

2 2
2zy|” | |zl
2 2
|y |yl

0< |z+ty]* =z

Ou seja,
2
2 |2y

2
|y

0< Jo+ty® = Jal

Dai,
2 2 2
[yl <[] [yl

Extraindo a raiz tem (i).

(i) Temos que [z + yf° = (z +9)-(z + 9) = o + 20y + |yl
Pela desigualdade de Cauchy |z.y| < |z|.|y|. Assim,

2 2 2
|z +y” < |z + 22| [yl + |y = (lz| + |y])?

o que acarre (ii). W
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A distancia euclidiana entre X e y é o nimero real nao negativo

d(z,y) = |z =y (1.3)

Se z,y € R", entdo z — z = (z — y) + (y — 2).
Aplicando (ii) da proposigao 1, tem-se

|z — 2| < |z —y|+ [y — 2]

A qual justifica o nome de desigualdade triangular.

Se x,y € R™ s@o nao nulos, o dngulo 6 entre z e y é definido por
x.

Cos ) = —"—

y
,0<6<m (1.4)
e

A férmula (1.4) satisfaz para n=2, 3 as "intui¢oes”da geometria analitica.
Os vetores x e y sao ortogonais se x.y = 0, em outras palavras, se o angulo 6 é
um angulo reto. Tem-se

2 2 2
[z —y|” = [+ |y[" =22y
ou por (1.4)
2 2 2
|z —yl” = l2|” + |y[” — 2|z[ ly| Cos 6

a qual é a lei dos cosenos da trigonometria.

1.1.2 Bases Ortogonais em R"

Qualquer conjunto de vetores B = {v1, .., v, } linearmente independente de R"™
tal que dado v € R™ tem-se

n
v = Z%‘Ui» com o; € R (1.5)
i=1
é uma base de R™. A expressao (1.5) é chamada de combinacgdo linear.
Uma base B = {vy,..,v,} é chamada ortonormal, se

0, sei#j
UZ'.’UJ‘ = (S” = { # J

l,set=73,4,5=1,....,n

O simbolo §;; foi introduzido pelo matematico Kronecker, e consequente-
mente é chamado de § de Kronecker.
Os vetores canoénicos ou unitdrios de R” sdo e; = (1,0, ...,0),e2 = (0,1,...,0), ..,
en = (0,..,0,1) que formam uma base ortonormal chamada base canonica.
Note que para cada x € R™, tem-se

n
T = (X1, .y y) = inei
i=1
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Finalmente, lembre-se que cada x € R™ pode ser unicamente dado como com-
binacao linear

n
T =0T + ... + oz, :Z@ﬂ“i (1.6)

=1

1.1.3 Geometria Elementar de R"

Os conceitos de retas, planos, circulos e esferas em R? e R? tém analogos em
R"™ para qualquer dimensao n.

RETA

Definicao 1 (Reta). Seja x1, 22 € R™ com x1 # x3. A reta que passa por x1 e
To € dada
L={zeR", z=tz1+ (1 —t)ze, t € R}

Fazendo z = x1 — x2 entao £ pode ser reescrito por
L={zeR" z=22+1tz, t e R}

No plano R? a equacio vetorial = x5+t é definida pelas ” equacoes paramétricas” da
reta que passa por x1 = (a,b),z2 = (¢,d) séo

x=c+t(a—c)
y=d+t(b—d)

O segmento de reta ligando x1 e x5 é
Tizz = {z e Rz =tog + (1 — t)ae, t €]0,1]}

HIPERPLANO
Dados z1,x2 € R”, considere o conjunto

B ={z R (x1 —x2)(x — z2) =0}

O conjunto P é chamado um hiperplano passando por xs.
Geometricamente imagine assim:

chama-se 71 e ro de perpendicular, se (x; — x2)(x — x2) = 0. Assim, P
mapeia todas as retas perpendiculares a r; a partir de ro "acima”.
fazendo z = 1 — T2 € a = z.x9, entao
(r1 —x2)(x —22) = 2.(x —@2) = 2.2 — 2.9 = 2.2 — Q.
Dai, a definigao de hiperplano pode ser dada de modo simplificado, por:

Defini¢ao 2 (Hiperplano). Um hiperplano em R™ € o conjunto da forma
H={zxeR", zax=aqa}

onde z # 0 e o sao dados (fizados).
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Observacao 1. Um hiperplano é: uwm ponto, se n = 1, uma reta para n = 2,
um plano para n = 3.

Observagao 2. Um hiperplano $ = {x € R, z.x = a} € paralelo a
P={xeR", za=0a1} para o # a.

Observagao 3. Se a1 = 0, entdo P contém 6, e P € um subespaco de R™, com
dimensdo n-1.

Exemplo 1. Encontrar o hiperplano B de R* o qual contém os quatro pontos:
e1,€e1 + 262, ey + 363, e3 + 464.
Todo x € B deve satisfazer z.x = « onde z e o devem ser encontrados. Fazendo

x=e =(1,0,0,0) = o = z.e; = (21, 22, 23,24).(1,0,0,0) = 2,
x=-e;+2e =(1,2,0,0) = a = (21, 22,23, 24).(1,2,0,0) = 21 + 229
x=-e3+3e3=(0,1,3,0) = a = (21, 22, 23,24).(0,1,3,0) = 23 + 323
x =eg+4ey =(0,0,1,4) = a = (21, 22, 23, 24).(0,0,1,4) = z3 + 424

Dai, as componentes z1, z2, 23, 24 de z satisfazem

z1=a,20=0,23 =/3,24 = /6
Tomando o = 6 (por conveniéncia) tem-se

B ={x € R*;621 + 223 + x4 = 6}
Observagao 4. O hiperplano {x € R™; z.x > a} € dito fechado.
Observagao 5. O hiperplano {x € R™; z.x > a} € dito aberto.

Observagao 6. Um hiperplano {x € R™; z.x = a} divide o R™ em dois sube-
spagos. Na verdade, R" = {x € R";z.x > a} U {zx € R"; z.2 < a}.

ESFERA
Dado zp € R™ e § > 0, o conjunto S = {z € R"; |z — x| = §} é chamado de
(n-1) - esfera com centro em xg e raio 0:
Para n = 1, S consiste dos pontos x = +4, para n =2, S é um circulo, e para n
= 3 é uma esfera.
O conjunto {z € R"™; |z — x¢| < §} é uma n-bola aberta centrada em xz( e raio
9, e {x € R™; |z — xo| < ¢} é uma n-bola fechada com centro em xzq e raio 9.

CONJUNTO CONVEXO
Seja K C R™. Entao K é um conjunto convexo, se um segmentode reta
juntando dois pontos quaisquer de K estd contido em K.

Exemplo 2. R" é um conjunto convexo.
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Exemplo 3. O conjunto vazio e conjuntos de um unico ponto sao conjuntos
CONVETOS.

Exemplo 4. Bolas e hiperplanos sao conjuntos convexos.

Para conjuntos em espacos com dimensao acima de trés, nem sempre é fcil,
intuitivamente, dizer que estes conjuntos sao convexos ou nao. Para mostrar
que um conjunto K é convexo, usando a defini¢do, dve-se provar que, para todo
x1,22 € K et €]0,1], 0o "ponto”x = tx1 + (1 — t)zo também, pertence a K. Se
T1 = X9, entdo x € K, desde que x = 1 = xs.

Exemplo 5. Todo hiperplano fechado € um conjunto convexro. De fato, seja
H={zeR"zzx>a} ez#H0.

Dados x1,x2 € ez = tx1+(1—1t)ze comt € [0,1], entdo z.x1 > « e z.x9 > Q.
Sendo t > 0,1 —t > 0, tem-se que tz.xy > ta e (1 —t)z.xo > (1 — t)a. Dai,
zax=tzxs + (1 —t)z.xe > ta+ (1 —t)a = a.

Logo, x =tx1 + (1 —t)xs € 9.

1.1.4 Nocgao Topolégica em R”

Definigao 3. Uma vizinhanga de um ponto g € R™ é uma n-bola V = {x € R", |x — x| < J},
onde 6 > 0 é chamado o raio de V. Também usa-se a notagdo V.

Definigao 4. Seja A um conjunto qualquer de R™. Um ponto x é chamado
ponto interior de A, se existe alguma vizinhanca V de x tal que V C A.

Se alguma vizinhanga de x estd contida no complementar A¢ = R™ — A,
entao x é um ponto exterior de A.
Se qualquer vizinhanga de x, contém pelo menos um ponto de A, e pelo menos
um ponto de A° = R"™ — A, entao x é um ponto de fronteira de A ou A°.

Exemplo 6. Seja V5 uma vizinhanca de xg. Mostra-se que todo ponto de Vs €
ponto interior de V.

De fato, dado x € Vy, sejar =6 — |x —xo| > 0 e seja U, outra vizinhanga de
x. SeyeU,., entaoy —xo = (y — ) + (x — x0) € pela desigualdade triangular

ly —xo| < |y —a[+ [z —zo| <r+[v—20] =6
Dai, y € V. Isto mostra que U, C V5. Logo, x é um ponto interior de V.

Definicao 5. O interior de um conjunto A é o conjunto de todos os pontos
interiores de A, denotado por Int(A) ou A.

Definigao 6. O conjunto de todos os pontos de fronteiras de A é chamado de

fronteira de A, denotado por A ou fr(A).



1.2. TOPOLOGIA ELEMENTAR DE R¥ 7

Definigao 7. O conjunto AUOA € o fecho de A, e é denotado por A ou Fc(A).

No exemplo precedente, int(V) = V e 9V ¢ a esfera de dimensao n-1 de raio

J.

Exemplo 7. (i) Se A= (a,b] C R. Entdo Sup(A) = b € JA.
(ii) Se A =R", entdo Int(A) = R" = R" ¢ OR" = {).

Note que A consiste de todos os pontos nao exteriores a A. Assim,

(A)e = Int(A°).

”

E, também, verdade que Int(A) C A. Se Int(A) e A sdo iguais, entdo A é
chamado um conjunto aberto.

Definigao 8. Um conjunto A € aberto, se todo ponto de A € interior a A.
Note que qualquer vizinhanga Vs e R™ sao conjuntos abertos.

Definigao 9. Um conjunto A € fechado, se seu complementar A° for aberto.

Noutras palavras: A é un conjunto fechado, se A contém todos seus pontos
de fronteira. M

1.2 Topologia Elementar de R”

2¢ Licao

1.2.1 Funcgoes

O objetivo é estudar fungées em R™. Todavia, relembra-se alguns conceitos pré-
concebidos.

Sejam A e B conjuntos. O conjunto produto cartesiano, denotado por A x B
consiste de todos os pares ordenados (a, b), onde a € A;b € B. Ou seja

Ax B={(z,y);x € A,y € B}

Exemplo 8. Se A={1,2,....n} e B={1,2,...,m}, entao
AxB={(i,j)i=1,2.nj=12..m)

Se A1, As, .., A, sdo conjuntos, entao on-conjunto produto cartesiano, deno-
tado por A; x Asx..x A,, é formado por todas as n-uplas ordenadas (a1, as, .., an),
onde a; € A; para cada i = 1,2,..,n. Em particular R" = R x R x ... x R.

Exemplo 9. Se A =[a,b] e B = [c,d], entdo
A X B=1a,b] x [¢,d] ={(z,y);x € A,y € B} é um retingulo.
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Definicao 10. Qualquer subconjunto f do produto cartesiano A x B é chamada
uma relacao entre A e B. A relagdo f € chamada uma funcao, se para todo a € A
existe "exatamente”um b € B tal que (a,b) € f. O elemento b € denotado por

fla)-
Notagao: O dominio de de f, denotado por D(f) é o conjunto
D(f)y={x€ A; f(z)existe} CA
A imagem de f, denotada por Im(f) é
Im(f)={f(x) e B; € D(f)} C B

Observagao 7. Se para todo b € B existe um a € A tal que f(a) = b, dizemos
que f € sobrejetora ou simplesmente sobre. Neste caso, Im(f) = B.
Observagao 8. Dizemos que a fungao f € injetora (ou univalente), se

f(a1) = f(az) implica que a1 = as. Equivale, se a1 # as entdo f(a1) # f(az).
Observagao 9. Se f : A C R — R, dizemos que € uma fung¢dao com valores
reats.

Observagao 10. Quando f: A — R™, é chamada de func¢ao vetorial.

Observacgao 11. Uma funcao vetorial f : D C R™ — R™, € dita usualmente
uma transformacio * de D em R™.

Observagao 12. Se f, g sdo fungoes, com mesmo dominio A e valores em um
espaco vetorial, por exemplo R™, podemos definir a soma de fungoes por:

(f+9)(a) = fla) +g(a), VzeA

Observacgao 13. Se f tem valores em um R-espago vetorial V e ¢ é uma fungao
com valores reais, ambas com mesmo dominio A, pode ser definido o produto de
funcoes ¢.f, uma nova funcao com valores em V, dada por:

(¢-f)(a) = ¢(a).f(a), VreA

1.2.2 Limite e Continuidade de Transformacoes

Suponha F: D C R" — R™, com n.m € N.

Uma vizinhanca ”furada”de zo, serd usada a notacao Us ou U é uma vizinhanca
centrada em xq, sem xq.

Assume-se que D contém algumas U de z. Por defini¢io de limite em o,
relembre-se, xy nao necessita estar em D. Se x¢g € D, o valor de f em zq é irrel-
evante para o estudo de limite.

LIMITE

LAs vezes, diz-se ”aplicacdo”



1.2. TOPOLOGIA ELEMENTAR DE R¥ 9

Definicao 11. Seja U = U uma vizinhanga de xo, sem xq e
F: D CR"™— R™. Se para toda vizinhanga V de yq, existe uma vizinhanga U
de xg tal que F(U) C V, entdo yo € o limite da transformagao F em xg.

Denotamos. yo = lim F(x) ou F(x) — yo quando = — xg.
r—xIQ

Observagao 14. Observamos que o raio de U € pequeno , o suficiente tal que
UcD.

Observacgao 15. Se €,0 sdo os raios de U e V respectivamente, a defini¢cdo
acima pode ser refraseada por:
yo = lim F(z), equivale , que para todo € > 0, existe § > 0 tal que

T—x0
|F'(z) — F(z0)| <€ sempre que 0 < |x —zo| < I
onde o numero § = 6(€), pode depender também de xg.

Proposigao 2. Sejam as fung¢ées F,G : D C R™ — R™, tais que
yo = lim F(z) e zp = lim G(z), entdo:
T—T0

(1) yo + 20 = lim [F(z) + G(x)]
(2) ayo = lim [aF(x)] onde o € R

(3) yo.20 = lim [F(2).G(z)]

Demonstracao - (1) Sejam V. uma vizinhanca de yo + 2o, V€1/2 vizinhanga de
Yo € Vf/2 vizinhanga de zg. Se y € ‘/;1/2, z € V€2/27 tem-se que
(y+2)—(yo+20) = (y—yo) + (2 — 20). Usando desigualdade tridngular, resulta

[(y+2) = (o +20)l < ly —wol + ]2 — 20l <€e/2+¢€/2=¢

Dal, y+ 2z € V..

Por hipétese, existem vizinhancas ”furadas”U!,U? de z( tais que

FU') € V), GU?) C V2, Seja U = U'NU?, a qual é uma vizinhanga
?furada”de xg.

Se x € U, entdo (F' + G)(z) € Ve, logo (F + G)(U) C Ve.

(2) Exercicio.

(3) Sejam V' = V;(yo)(vizinhanca de raio 1 de yg) e U = U(x)(vizinhanca de
Ty sem g, raio nio fixado) tal queF (U) C V, pois |F(z) — yo| < 1.
Denotamos C' = max {|yo| + 1, |20} -

Note que, se y € V, entdo y = yo+ (y — o), e [y < [yo| + [y —wo| < [yo| +1 < C.
Observe que F(z).G(x) — yo.z0 = F(x).G(x) — F(z).20 + F().20 — yo.20. Pela
desigualdade triangular e de Cauchy, tem-se

() [F(2).G(x) = yo-z0| < |F(2)[|G(x) = 20| + |20] [F(z) — ol
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Dado € > 0, definimos V! = Ves2c (o), V2?2 = Ve j2¢(20), Vievinv
(se € < 2C, entdo VI = V1)
Por hipétese existem U; = U, (x9), Us = Uz () tais que

F(Uy) c V' & |F(x) —yo| < €/2C, Vz €Uy

G(Uy) C V2 & |G(x) — 20| < €/2C, Va € Uy
Fazemos U = Uy NU,. Para todo z € U, tem-se F'(z) € V. Ouseja, |F(z)| < C.
Disto tudo e (*), pode-se escrever:

. — Y- < =
[F(@).G@) — yo.20] < O+ C o

e, VreU 1

Definicao 12. Uma transformagdo F é dita limitada em um conjunto A, se
existe K tal que |F(z)| < K, Vz € A.

LIMITE DE COMPONENTES
Seja F': D C R® — R™ uma transformagéo tal que F(z) = (fl(x), e (),
onde f': D — R é chamada de componente de F (com componentes na base

canonica de R™), para cada i = 1,.., m.
Proposicao 3. yy = lim F(z) <y, = lim f'(z), para cada i = 1,.., m.
r—x0 T—Xx0

Demonstragao - Seja U = Us(zp). Por hipétese, existe V = V.(yo) tal que
F(U) CcV. Ouseja, se x € U, entdao F(z) € V. Em outros termos,

F(z) = yol* = [ (£ (@), 7)) = (bl | = | (F1 (@) = 0, s £ ) — )|
Usando a métrica euclidiana
F(x) = yol” = (F1(@) = ) + o+ (F™(@) = 4")’ < € 500 < |z — 0| < 6
Logo,
(fi(x) —yd) <€, se0<|z—m| <d, paracada i=1,..,m.

Portanto,
yh = lim f'(z), paracada i=1,..,m.

T—To
Mostraremos a reciproca, por hipétese, dado € > 0, existe § > 0 tal que
|f(x) —yb| < e/v/m, se0 < |z —xo| <6, paracada i=1,.,m.

Dai, (fi(z) — y8)2 < €2/m, o que acarreta

(f1@) = 98) et (™ (@) — ) < €2, 500 < |z — a9 <&
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Segue-se que
|F(z) —yo| <€ se0<|z—xg| <&

O que equivale
yo= lim F(z) N

r—xg

LIMITE AO LONGO DE RETAS

Proposicao 4. Se yo = lim F(x), entdo para todo v # 0, tem-se
T—T0

Yo = }in})F(%‘o +tv), com t € R.

Demonstragao - Seja V = V(y), por hipétese existe 6 > 0 tal que F(x) € V
desde que 0 < |z — z¢| < J. Escolhendo 0 < |t|z < ¢/ |v|, temos que

0
(o + tv) — tv] = Jt|g v] < ol o] =6
o 9
ol [v]

Consequentemente, F(zg +tv) € V, t € U = (— ) Note que, U é um

intervalo da reta centrado no zero. W

Observagao 16. A proposicao afirma que, se F tem um limite yo em xg, entdo
Yo € também o limite quando xqy € aprorimado ao longo de qualquer reta passando
por .

Observagao 17. Quando uma aplicacdo F ndo tem limite em xq, frequente-
mente testa-se este fato, ao longo de vdarias “retas”ou ”caminhos”.

Exemplo 10. Considere F : R? — R dada por
22
F(.’E,y) — m7 se (xay) 7é (070)
0, se (z,y) =(0,0)

Seja xg = (0,0), suponha:

(a) Sey=0ev=e; =(1,0). Entio F(xo+tv) = F(t,0) =1, Vt+#D0.
Logo, F(t,0) — 1, quando t — 0.

(b) Sex=0ev=-ey=(0,1). Entao F(xo+ tv) = F(0,t) =0, Vt#0.
Logo, F(0,t) — 0, quando t — 0.

Portanto F nao tem limite em (0, 0).

Exemplo 11. Considere F : R? — R dada por

(y? — z)?
F(z,y) = W, se (z,y) # (0,0)

0, se (z,y)=(0,0)

Novamente, considere o = (0,0) e
(a) Sev=(h,k)#(0,0) um vetor qualquer. Entdo
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(t2k2 —th)?2  (tk* —h)?  h?
= —_— —
t4k}4 + t2h2 t2k4 + h2 h2

F(zo + tv) = F(th, tk) =
quando t — 0.

(b) Se v = (h,h?)+ (0,0) resulta F(th,t*k?) =0 — 0 quando t — 0.
Portanto F ndo tem limite em (0, 0).

=1

Observacao 18. Note que, no exemplo precedente, hd infinitas maneiras de
aproximar ao longo de retas da origem, dando limite 1 e infinitas maneiras ao
longo de pardbolas do limite zero. Conclui-se que o limite de uma aplica¢ao de
vdrias varidveis € mais “delicado”que de uma.

CONTINUIDADE

Aqui supde-se xy no interior do dominio D da transformacao F.

Definigao 13. Uma transformagdo F' é continua em xg, se F'(z9) = lim F(z)
T—x0

Em termos vizinhanga: F é continua em zq, se para toda vizinhanca
V = V(yo) existe uma vizinhanga U = U(zy) tal que F'(U) C V.

Exemplo 12. Mostrar diretamente pela definicdo que F(x,y) = /Ty € continua
em zero. De fato, dado € > 0, existe § > 0 tal que
|F(x,y) — F(0,0)| < e desde que 0 < z? +y* < §2

Dado que x2 £ 2zy +y? > 0, resulta que

VIY < \/1/2¢/22 + 2
Assim, como F(0,0) =0 tem-se |F(x,y) — F(0,0)| = \/zy.
Portanto, dado € > 0, escolhe-se 6 = V2. Logo,

|F(x,y)| < e sempre que 0 < 2° +y? < §°

Observacgao 19. Nem sempre, € uma tarefa fdcil mostrar a continuidade de
uam F, como no exemplo acima.

Proposicao 5. F € continua em xg s.s.s. f* € continua em xg, para cada
i1=1,2,...,m

Demonstragao - Idéntica a proposigao anterior.

Exemplo 13. Qualquer polinomio em n-varidveis € uma aplicacdo continua.

P
Exemplo 14. Uma fung¢ao racional do tipo %, onde P(z) e Q(x) sdo polindmios
T
com valores reais € continua em seu dominio, isto €, nos x tais que Q(x) # 0.
LIMITE NO INFINITO
Uma aplicagdo tem limite no infinito (0o0) quando, para toda vizinhanga
V = V(yo) existe uma vizinhanga U = {x;|z| > b} do infinito tal que F(U) C V.
Denotamos

Yo = lim F(x)
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1.3 Seqiiéncias em R"

3¢ Licao

Definicao 14. Uma sequiéncia ou sucessao em R™ € uma funcdo definida em
N com wvalores em R™. Ou seja, a cada m € N € associado um tunico vetor
Ty € R™. Identificamos a fungdo com sua imagem e denotamos (Tpy),,cn 0U
simplesmente (x,,). O vetor x,, € chamado de n-ésimo termo de ().

O conjunto dos termos de (z,,) é denotado por {z1,x2,...,Tm,...} 0 qual
pode ser finito ou néo.

Exemplo 15. Se x,, = (—1)™, entdo a seqiéncia é -1, 1, -1,... e o conjunto
{z1,T2, ..., T, ...} tem s6 dois elementos -1 e 1.

Definicao 15. Uma seqiiéncia (), Tm € R™ converge para xo € R™, se para
cada € > 0 existe ng =no(e) € N tal que

|Tm — xo| < €, Ym > ng
O vetor xy € chamado limite de (x,,) e a sucessdo (x,,) € dita convergente.

Denota-se por:

rg = lim z,, ou =z, — xrg quandom — oo
n—oo

Caso contrério, a seqiiéncia (z,,) é dita divergente.
Sera deixado como exercicio os resultados.
Proposigao 6. Sejam o = lim z,, e yo = lim y,,. Entdo:
n—oo n—oo
(@) wo+yo = lim (zm +ym)
(b) Azo= lim Az, VER
n—oo
(¢) zo.yo = lim (Tp-ym)
X n—oo
(d) Se xt, é a i-ésima componente do vetor T,,, entdo:
ro= lim x,, sss xh= lim 2’ para cada i=1,...n
n— 00 n—oo
Definicao 16. Uma seqiéncia (x,,) € limitada, se existe C > 0 tal que:

|Zm| < C, para todo m.

Definicao 17. Uma seqiéncia (z,,) é chamada seqiéncia de Cauchy, se para
cada € > 0 existe ng = no(e) € N tal que

| — zp| < €, Ym,p > ng
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Observagao 20. Note que a defini¢ao nao diz nada a respeito do limite xo da
sucessao (Tm), e sim do comportamento dos termos da sucessdo.

Observacgao 21. O conceito de seqiiéncia de Cauchy e convergéncia de seqiiéncia
sao equivalentes em R™.

Teorema 1 (Critério de Convergéncia de Cauchy). Uma seqiiéncia (x,,) € con-
vergente se e somente se (T,,) € uma seqiéncia de Cauchy.

Demonstracao - Seja (z,,) uma sucessdo convergente. Entdo, se zo é seu
limite, para cada € > 0 existe ng = ng(€) tal que

|zm — o] < €/2, |xp —x0| < €/2, Vm,p > ng
Como &, — p = (Tm — 20) + (o — zp), pela desigualdade triangular tem-se que
[T — Tp| < |2 — To| + |T0 — Tp| < €/2+€/2=¢

Portanto, (x,,) é uma seqiiéncia de Cauchy.
Reciprocamente, se (z,,) é uma seqiiéncia de Cauchy ela é limitada. De fato,
tomando € = 1, pela defini¢io, existe ng = ng(e) tal que

|Tm — xp| < 1, Vm,p > ng
Em particular, seja p = ng e considere o niimero positivo
C = max {|z1|, |x2], -y | Tno—1], [Tne| + 1}
Entdo, sendo z,, = Zpn, + (Tm — Tn,), tem-se que por desigualdade triangular
[T | < | — g | + |Tno] <14 |2p,| < C

Portanto, |z,,| < C, para todo m = 1,2,...
Consideramos (z,,) uma sucessdo de Cauchy de nlimeros reais, e C' > 0 tal
que |z,| < C, para todo m.
Para cada m, denotamos y,, = inf {Zm, Tm+1, ...}, €040 Y < Yma1-
Sendo |zp,| < C, ¥Ym, entéo |y,| < C, Vm.
Assim, a seqiiéncia (¥, ) é ndo decrescente e limitada. Portanto por propriedade
de seqiiéncia de niimeros reais, a seqiiéncia (y,,) tem um limite yq.
Mostra-se agora, que z,, — xoquando m — oo. De fato, dado ¢ > 0 existe
ng = no(€) tal que

|Tm — Tny| < €/2, Ym > nyg

Dai,
Tng — €/2 < Ty, < Tpy +€/2, Ym > ng
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Temos que =, — €/2 é um limite inferior e x,, + €¢/2 é um limite superior de

{Zm, Tmg1, -}
Portanto, quando m > ng, tem-se

Tng — €/2 < Ym < yo < Ty, +€/2

Logo,
|.’]Jm _y0| < |$m _Cc'ﬂ()| + ‘ITLU _yOl < E/2_‘_6/2 =¢€
O que mostra que x,, — Yo quando m — 00, no caso real.

Para o caso geral, se (z,,) é uma sucessdo de Cauchy em R™, as componentes
satisfazem que

i i -
|zt, — x| < |@m — x|, para cadai=1,2,..,n

entao as componentes formam uma sucessao de Cauchy (xin) de ntimeros reais.
Cada seqiiéncia (2%,) tem um limite y§, para cada i =1, 2,.., n. Logo, pela
proprosigao anterior, item (d), z,, — yo quandom — oo W

Definigcao 18. Um conjunto A ndo vazio € limitado , quando existe C > 0 tal
que

lz| < C, Vz e A
Definigao 19. O diametro de um conjunto limitado A € o nimero real
diam (A) = Sup{|x —y| : z,y € A}
Teorema 2 (Cantor). Seja (A,,) uma seqiéncia de conjuntos fechados tais que

A1 DAy D ... e lim diam(A;,) =0
m— 00
o0
Entao, ﬂ A,, contém sé um ponto.
m=1
Demonstracgao -Para cada m=1, 2,.. seja x,, € A,,.
Entao (z,,) é uma seqiiéncia de Cauchy. De fato, dado € > 0, existe ny € N tal
que diam(A4,, <e.
Se m,p > ng, entdo Ty, Tp € Ay, pois A, C Ay, e A, C A,,,. Portanto,

|z — zp| < diam(A,,) <€
Pelo teorema de convergéncia de Cauchy, a sucessao (z,,) tem um limite zg.

para cada p=1, 2,..., &, € Ap,Ym > p, pois A,, C A,. Como A, é fechado,
(o)

segue-se que zg € A,. Sendo isto verdade para cada p, tem-se xy € ﬂ Ap,.

m=1
oo
Seja x € ﬂ Ay, logo x € A, e
m=1

0 < |z — zo| < diam(A4,,), para cada m
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Como diam(A,,) — 0 quando m — oo, resulta que |z — x| = 0, e assim,
T = xg. |

Exemplo 16. Sejam n=1 e A,, = {m,m+1,...}. Temos que A,, nio € um
congunto fechado e Ay O As D ..... Além disso A, nao é limitado. A intersecdo
o0

ﬂ A, € vazia.

m=1

Definigao 20. Seja A C R™ um conjunto. Um ponto xg é chamado de ponto isolado de A,
se existe uma vizinhanga V =V (x) tal que ANV = {zo}.

Exemplo 17. Todo ponto de A ={1,1/2,..,1/n,..} € um ponto isolado de A.

Definicao 21. Um ponto xg € chamado de ponto de acumulacdo de A, se toda

vizinhanga de xo contém um niumero infinito de pontos de A.

Observacgao 22. Na definicao de ponto de acumulagdo, ndao € exigido que que

o ponto de acumulacio o € A. Na verdade, mostra-se que os pontos de acu-
mulacdo estdo em A.

Proposicao 7. zg ¢ um ponto de acumulacdo de A, se e somente se, xog € A e
Lo nao é um ponto isolado de A.

Demonstragao - Suponhamos que zg é um ponto de acumulacao de A, logo
xz9 € A, como A =AU A’, resulta que zy € A. Além disso, z¢ ndo é um ponto
isolado de A, pela definigao dada.

Agora, consideramos zg € A e xo ndo é um ponto isolado de A.

Seja Vi = Vi(xp) uma vizinhanca qualquer de xy. Dai, sendo xy ponto néo
isolado, entao existe x1 € ANV, com x1 # x9. Mostraremos que ANV; contém
um numero infinito de pontos. De fato, suponhamos o contrério, isto é, tem um
ntimero finito de pontos. Logo, AN V) contém finitos pontos x1, .., z, diferentes
de zg. Seja V5 = Vs(xp) a menor vizinhanga de zg, tal que

d <min{|zy, —zp|,m=1,..,p}

Assim, ou AN Vs é vazio ou ANVs = {xg}. A primeira possibilidade contradiz
que zg € A, pois dado que zy € A, implica que 2o € A ou g € A’. Mas x¢ nao
pode estar em A’, j4 que AN Vs tém finitos pontos. E, se g € A, tem-se que
ANVs # (). Esta segunda possibilidade contradiz o fato de x¢ nao ser ponto
isolado de A. Portanto, xy é ponto de acumulagao de A. |

Exemplo 18. No conjunto A = {1,1/2,..,1/n,..} o zero é o dnico ponto de
acumulagao de A, o qual ndo pertence a A.

Exemplo 19. Se A = Q , qualquer ponto de R € um ponto de acumulagdo de
A.
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A seguir, caracteriza-se por meio de sucessao os pontos de acumulagao de
um conjunto.

Proposicao 8. zy ¢ um ponto de acumulacdo de A, se e somente se, existe
uma sucessao (), com limite xg, tal que Ty, € A € Ty, # o para todo m.

Demonstragao - (Exercicio).
Definicao 22 (n-Cubo). Seja I C R™ um conjunto, definido por

I={zeR" |2 —a}|, <a/2,comi=1,.,n}

onde v = (21,22, ...,2") e xo = (x}, 22, ..., 28).

O conjunto I, acima definido, é chamado de n-cubo ou cubo de n lados,
centrado em zy e comprimento de lado a. note que, se A é qualquer conjunto
limitado de R™, podemos obter A C I para algum n-cubo I.

Teorema 3 (Bolzano - Weierstrass). Todo conjunto infinito € limitado em R™,
tém pelo menos um ponto de acumulagao

Demonstragao - Seja A um conjunto infinito e limitado de R™. Consideramos
I; algum n-cubo contendo A. Divide-se I; em m = 2™ n-cubos fechados e con-
gruentes I11, I12, ..., [1;;, como na figura acima.
Sendo A um conjunto infinito, segue-se que AN I é um conjunto infinito para
pelo menos um dos k = 1, 2,.., m.
Escolhe-se algum destes ks e faga I1; = I. Divide-se, agora, Is em m = 2"
n-cubos fechados e congruos: Isy, ..., I2,,,. Como antes, A N Iy é infinito para
pelo menos um k. Escolhe-se este k e faca I, = I3. Continuando, obtém-se
n-cubos fechados e congruos:

LD D..

Tal que AN I, ¢ infinito para cada p = 1, 2,... e diam(J,) = 0 quando p — oo.
Pelo teorema de Cantor I; N I; N I3.... tem um tnico ponto xg.

Se V = V(z¢) é uma vizinhanga qualquer de z¢, temos que I, C V para p
suficientemente grande. Como ANI, C ANV, entdo ANV, é um conjunto
infinito. Portanto, o é um ponto de acumulacao de A. |

Algumas conseqiiéncias do teorema de Bolzano-Weierstrass.

Corolario 1. Seja B um conjunto fechado e limitado de R™. Entdo todo con-
junto infinito A C B tem pelo menos um ponto de acumulagdo xg € B.

Demonstragao - Como B é um conjunto limitado e A C B, logo A é limitado.
Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, A tem um ponto de acumulagao xzq.

Por proposicio anterior, zg € A. Dado que B é fechado, resulta que A C B,
assimzop € B. N
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Coroldrio 2. Sejam Aj, As, ... conjuntos ndao vazios, limitados e fechados de
R™, tais que
A1 DA D ...
oo
Entao m A,, nao € vazia.
m=1

Demonstragao - Para m = 1, 2,... escolhe-se algum ponto z,, € A,,,. Seja
A = {x1,x9,...}. Se A é um conjunto finito, entdo existe algum x € A tal que

T = x,, repetidas vezes.
(o)

Como Ay D A3 D ..., logo x € A, para todo m. Assim, z € ﬂ A,

Suponha, agora, que A nao é um conjunto finito. Dado quemAin C Ajp, segue
que A C A;. Como A; é limitado, logo A é limitado.

Seja xg um ponto de acumulacao de A, por corlario anterior, xg € Ay, pois A; é
um conjunto fechado e A C A;. Para cada m, o vetor x( é, também, um ponto
de acumulagao do conjunto B = {Zy, Tmi1, .-} -

Dado que B C A,, e A,, é fechado, segue-se que zy € A,,, para cada m.

oo
Portanto, zg € ﬂ A, 1

m=1

1.4 Espacgo Métrico

4% Licao

Seja E um conjunto nao vazio qualquer. A nogao de distdncia entre dois ele-
mentos a,b € E é definida por uma aplicagdo d : E x E — R tal que satisfaz:

(1) d(a,b) >0, Va,be E e d(a,b) =0 s.s.s. a=b
(i) d(a,b) = d(b,a),Va,be E
(1) d(a,c) < d(a,b) +d(b,c), Va,b,c € E

A funcao d definida em E x E com valores em R que satisfaz (i) - (iii) é
chamada de uma métrica em E.

Definicao 23. Um espaco métrico é um conjunto E # () com uma funcdo d
com valores em R e dominio E x E satisfazendo as propriedades (i) - (iii).

" 1/2
Exemplo 20. Seja E =R" ed(z,y) = [Z (z; — yz)Q} , Vx,y € E.

i=1
A fungdo d é chamada de distincia euclidiana, e d satisfaz as propriedades (i)
- (i43). (verifique!)

Se A C R", a distancia euclidiana, também, define uma métrica em A.

Portanto, qualquer subconjunto nao vazio de R™, com a distancia euclidiana é
um espago métrico.
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Exemplo 21. Seja A um conjunto qualquer ndo vazio. em A x A define-se

1, sea#b

0, sea=»b

dan) = {

Note que

(a) d(a,a) =0 ed(a,b) =1>0 sea##b, logo verifica (i).

(b) d(a,b) = d(b,a) = 1, se a # b e d(a,b) = d(b,a) =0, se a = b, o que
acarreta (ii).

(c) Também, se a # b # ¢, entdo d(a,c) =1 < 1+1=d(a,b) + d(b,c). Nos
outros casos, (i) também € verificada. Portanto, a aplicagdo € uma métrica
(7distdncia”), a qual € bastante artificial.

Uma vizinhanga V = Vs(a) em um espago métrico é o conjunto
V =Vs(a) ={be E,d(a,b) <6} comd >0
No primeiro exemplo desta parte, vizinhanca de x sdo as usuais, enquanto no

segundo exemplo, uma vizinhanga V = Vs(a) = {a},se 0 < 6 < 1.

Os conceitos de convergéncia de seqiiéncias e seqiiéncias de Cauchy em um
espaco métrico E sdo definidos de forma similar ao caso de F = R"™, ou seja.

Definicao 24. Seja (am),m = 1,2,.. uma sucessGo em um espago métrico E.
Se para cada € > 0 existe ng = no(e) € N tal que d(am,ap) < €, Ym > ng, entdo
(am) € convergente com limite ag.

Definicao 25. Se para cada € > 0 existe ng = ng(e) € N tal que
d(am,ap) <€, Ym,p > ng, entio (an,) € uma seqiéncia de Cauchy.

Definicao 26. Seja E um espago métrico, com métrica d. Diz-se que E €
completo, se toda seqiiéncia de Cauchy (ap,), com an, € E, converge para um
limite ag € E.

Exemplo 22. O critério da convergéncia de Cauchy garante que R™, com a

métrica euclidiana € um espago métrico completo.

1.4.1 Espaco Vetorial Normado

Definigao 27. Um espaco vetorial normado € um espago vetorial V com uma

funcdo definida em V com wvalores em R, denotada por ||.|| tal que:
(a) lul| >0, Vu eV, u# 0y

(®) [Aull = Mg - flull, VA € [Jull, weV
(©) llu+oll < Jlull+ o], Vu eV
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Define-se a ”distancia”entre u,v € V por d(u,v) = |ju — v||.
assim, V torna-se um espago métrico normado.
Exemplo 23. Seja V = R", com a norma de um vetor r = (1:1, .y x™) dada
por
|z|| = maz{|z"|r; .., |2"|r }

Esta é uma das muitas normas (ndo usuais) que podem ser definidas em R™.

Exemplo 24. O seguinte espago V € uma versao infinitamente dimensional do
R". Considere uma seqiiéncia de nimeros reais denotada por X = (z!,.., 2", ...).
SeY = (yl,.‘,y”,...) € outra seqiéncia de numeros reais, entdo a soma €
definida por

X+Y =@+t 2?2 +92, 2"+ ")
Também, define-se o produto por um escalar

AX =\zh  az? e )

O espago V com a norma

o 1/2
() X1 = [Z(rm)z}

m=1
€ um espago vetorial normado. Note que V é formado pelas sucessdes tais que
a soma de quadrados das coordenadas x™ de X € finita.

Definig¢ao 28. Um espago vetorial V (infinito dimensional) completo (na métrica
d(u,v) = ||u—v]||) € chamado de espago de Banach.

O espago R™ com qualquer norma, é um espago de Banach finito.
O espago do exemplo (), é um espago de Banach.
1.4.2 Normas nao Euclidianas em R”
A norma euclidiana em R” é dada por ||z|| = || para todo z € R", onde

n 1/2
|z = [Z (967:)2]

i=1

Sendo a métrica d dada por

. 1/2
d(z,y) = |z —y| = [Z (z: — yi)Q}

Enquanto a norma definida por
||| = max{\xlhg, o 2R}

nao ¢é euclidiana. Outros exemplos, hd de norma em R™.
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Exemplo 25. Seja x € R™, entao a funcdo

n

2| = [wilg

i=1
satisfaz as propriedades (a), (b) e (c) da defini¢io de norma. Logo, é uma
norma em R™.

No espaco normado R™ as normas sao equivalentes. Precisamente, tem-se.

Teorema 4. Dada qualquer norma ||.|| em R™, entdo existem nimeros reais
positivos k1 e ko tais que, para todo x € R™ tem-se

(1) Fa o] <l < ko f2]
onde |z| € a norma euclidiana.

Demonstragao - A relagao (1) é obviamente vdlida quando x = 6.
Suponha z € R", x # 6. Sabe-se que = é dado de modo tnico por:

z =x'e; + 2%es + ... + ™€, onde e; sdo os vetores da base candnica do R™.
Pela desigualdade triangular, resulta

]l < fa [g lleall + |22[g llezll + .. + |2" g lleal]

Como |le;|=1e ’xi’R < |z| para todo i = 1, 2,.., n, entdo ||z| < n|z|.
Denotando n fixado por ks resulta

)zl <kzlz|, VzeR?
Dai, tem-se que a fungao ||| é tal que
|l —yl| < kslz—y|, Vr,yeR"

Portanto, para cada ¢ > 0, escolhendo § = €/ky > 0, conclui-se que ||.|| é
continua em R™. Assim, ||.|| tem um minimo no conjunto compacto

B ={z e R",|z| =1}.

Seja k1 = min{||z||,|z| =1}. Como z # 6 segue-se que k; > 0. Suponha
C =1/ |z|. Temos que ||C.z|| = C. ||z|| = 1. Dai e definicdo de k;:

B)  lCz[ <k
Por outro lado, pela propriedade (b) da defini¢do de norma, tem-se

4)  [Cz] =|Clg ||93||

De (39 e (4) e definigdo de C, obtém-se ||C.x| = ||:1c|| >

5) x|l = k1 |z, VzeR"
e (2) e (5) conclui-se (1). N

Portanto,



